On the charm of university mathematics, especially Field theory by 上原 北斗
◆　実　践　報　告
大学数学,特に体論 (たいろん)の魅力について
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体 𝐿𝐿とそれに含まれる体 𝐾𝐾 を考える (𝐾𝐾 を 𝐿𝐿の部分体とよぶ):
𝐾𝐾 ⊂ 𝐿𝐿
𝐿𝐿の元たち 𝛼𝛼1, . . . , 𝛼𝛼𝑛𝑛 に対し, 𝐿𝐿の部分体
𝐾𝐾 (𝛼𝛼1, . . . , 𝛼𝛼𝑛𝑛)
を 𝐾𝐾 の元と 𝛼𝛼1, . . . , 𝛼𝛼𝑛𝑛 を使って有限回の加減乗除を繰り返して作られる体のこととする.





2) = {𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 3
√
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2)2 ∈ R | 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ Q}
となり, R ⊂ Cに対し 𝑖𝑖 = √−1 ∈ Cを取れば
R(𝑖𝑖) = {𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑖𝑖 ∈ C | 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ R} = C
となることがわかる.
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3 角の 2等分と 3等分
任意に与えられた角度 𝜃𝜃 (0 < 𝜃𝜃 < 𝜃𝜃)を定規とコンパスで 2等分する問題を考える. コンパ
スは中心点から一定距離の点の軌跡を描く道具として用いられ,定規は与えられた 2点を直
線で結ぶ道具として用いられる. 任意に角度 𝜃𝜃を与えるとは 𝑥𝑥𝑥𝑥平面上に点 𝑃𝑃(cos 𝜃𝜃𝜃 sin 𝜃𝜃)を
与えることと見なす. より正確には最初から原点𝑂𝑂 (0𝜃 0)と点 𝐴𝐴(1𝜃 0)(もしくは直線𝑂𝑂𝐴𝐴すな
わち, 𝑥𝑥軸),さらに原点を中心とし半径が 1である円
𝐶𝐶 : 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥2 = 1
と 𝑥𝑥軸とのなす角が 𝜃𝜃であるような原点を通る直線
𝑙𝑙 : (sin 𝜃𝜃)𝑥𝑥 − (cos 𝜃𝜃)𝑥𝑥 = 0








𝑃𝑃(cos 𝜃𝜃𝜃 sin 𝜃𝜃)
𝑙𝑙 : (sin 𝜃𝜃)𝑥𝑥 − (cos 𝜃𝜃)𝑥𝑥 = 0
中学生が三角形の合同の単元で習うように, 点 𝐴𝐴を中心とし半径が 1の円 𝐶𝐶𝐴𝐴と, 点 𝑃𝑃を中
心とし半径が 1の円𝐶𝐶𝑃𝑃 をコンパスで作図すると,点𝑂𝑂以外に交点𝑄𝑄が得られるが直線𝑂𝑂𝑄𝑄
が ∠𝐴𝐴𝑂𝑂𝑃𝑃の 2等分を与えている. つまり次が証明できる.
定理 3.1 (難易度 1). 任意に与えられた角度を定規とコンパスで 2等分することができる.
直線 𝑂𝑂𝑄𝑄と円 𝐶𝐶 の交点が点 𝑅𝑅(cos 𝜃𝜃2 𝜃 sin 𝜃𝜃2 )であり, 上で述べたプロセスによって, 任意に
与えた点 𝑃𝑃(cos 𝜃𝜃𝜃 sin 𝜃𝜃) から出発し, 定規とコンパスで点 𝑅𝑅が作図できたことになる. 一方,
任意に与えた点 𝑃𝑃から出発し,定規とコンパスで点 𝑆𝑆(cos 𝜃𝜃3 𝜃 sin 𝜃𝜃3 )を与えることはできない
こと,つまり次の定理を体論を用いて示すことができる.
定理 3.2 (難易度 3). 任意に与えられた角度を定規とコンパスで 3等分することはできない.
定理 3.2の証明の概略を述べ,どのように体論を使うのかを見ておこう.
まず点𝑂𝑂 (0𝜃 0), 𝐴𝐴(1𝜃 0), 𝑃𝑃(cos 𝜃𝜃𝜃 sin 𝜃𝜃)の座標を Qに添加した体
𝐾𝐾0 := Q(0𝜃 1𝜃 cos 𝜃𝜃𝜃 sin 𝜃𝜃) = Q(cos 𝜃𝜃𝜃 sin 𝜃𝜃)
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を与える. 2倍角の公式から
cos 𝜃𝜃 = 2 cos2
𝜃𝜃
2





となるので, cos 𝜃𝜃2 は体 𝐾𝐾0の元を係数とする 2次方程式




















となる. このように,最初に点𝑂𝑂, 𝑂𝑂, 𝑂𝑂から始めて定規とコンパスで作図できる点の座標は体
𝐾𝐾0に 2次方程式の根を添加し続けて得られる体の元となる. これをもう少し正確に述べよう.
体 𝐾𝐾𝑖𝑖 が与えられているとき体 𝐾𝐾𝑖𝑖+1を次のように定義する. まず 𝑆𝑆𝑖𝑖 を座標が 𝐾𝐾𝑖𝑖 の元であ
るような点の集合とする:
𝑆𝑆𝑖𝑖 := {(𝑎𝑎, 𝑎𝑎) ∈ R2 | 𝑎𝑎, 𝑎𝑎 ∈ 𝐾𝐾𝑖𝑖}
𝑆𝑆𝑖𝑖 からとった 2点を通る直線は 𝐾𝐾𝑖𝑖 の元を係数とする 1次方程式で与えられる. また中心が
𝑆𝑆𝑖𝑖 の元であり,また 𝑆𝑆𝑖𝑖 からとったある 1点を通る円は 𝐾𝐾𝑖𝑖 の元を係数とする 2次式方程式で
与えられる. こうしてできた直線と直線, 直線と円, 円と円の交点を (𝛼𝛼, 𝛼𝛼) とすると 𝛼𝛼, 𝛼𝛼は
𝐾𝐾𝑖𝑖の元を係数とする 1次方程式,もしくは 2次方程式の根となる. そこで体 𝐾𝐾𝑖𝑖+1をこうして
できた交点の座標を 𝐾𝐾𝑖𝑖 に添加した体とし, 𝑆𝑆𝑖𝑖+1を座標が体 𝐾𝐾𝑖𝑖+1の元であるような点の集合
とする. このように 𝐾𝐾𝑖𝑖 , 𝑆𝑆𝑖𝑖を帰納的に定義していくと点𝑂𝑂, 𝑂𝑂, 𝑂𝑂から出発して定規とコンパス
で作図できる点はある 𝑛𝑛 ≥ 0に対する 𝑆𝑆𝑛𝑛の元となることがわかる. つまりどんな 𝑛𝑛に対しも
𝑆𝑆𝑛𝑛の元とならなければ点𝑂𝑂, 𝑂𝑂, 𝑂𝑂から出発して定規とコンパスで作図することはできない.
一方 3倍角の公式によると
cos 𝜃𝜃 = 4 cos3
𝜃𝜃
3
− 3 cos 𝜃𝜃
3
, sin 𝜃𝜃 = −4 sin3 𝜃𝜃
3
+ 3 sin 𝜃𝜃
3
となるので, cos 𝜃𝜃3 , sin 𝜃𝜃3 はそれぞれ 𝐾𝐾0の元を係数とする 3次方程式
4𝑥𝑥3 − 3𝑥𝑥 − cos 𝜃𝜃 = 0, 4𝑥𝑥3 − 3𝑥𝑥 + sin 𝜃𝜃 = 0
の解となる. 例えば 𝜃𝜃 = 𝜋𝜋3 ととると cos 𝜋𝜋3 = 12 であるから cos 𝜋𝜋9 は 3次方程式
4𝑥𝑥3 − 3𝑥𝑥 − 1
2
= 0









定理 3.3 (難易度 1). 任意に与えられた角度を折り紙で 3等分することができる.
余談であるが定理 3.2と同様に次を示すことができる.
定理 3.4 (難易度 3). 定規とコンパスを用いても,折り紙を用いても任意に与えた角度の 5等
分をすることができない.
4 代数学の基本定理




定理 4.1 (難易度 3). 複素数を係数に持つ 𝑛𝑛次方程式
𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥






定理 4.2 (難易度 2). 𝑛𝑛を奇数とする. 実数を係数に持つ 𝑛𝑛次方程式
𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥
𝑛𝑛 + 𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑥𝑥𝑛𝑛−1 + · · · + 𝑎𝑎1𝑥𝑥 + 𝑎𝑎0 = 0 (𝑎𝑎𝑛𝑛 ≠ 0, 𝑎𝑎𝑖𝑖 ∈ R) (1)
は実数に少なくとも 1つ解を持つ.
方程式 (1)の左辺を 𝑓𝑓 (𝑥𝑥)とおく. 必要なら方程式 (1)の両辺を (−1)倍することで 𝑎𝑎𝑛𝑛 > 0
と仮定しよう. 微分を用いれば関数
𝑦𝑦 = 𝑓𝑓 (𝑥𝑥)
の増減がわかり,特に 𝑥𝑥 ≫ 0に対しては 𝑓𝑓 (𝑥𝑥)の値は正となり, 𝑥𝑥 ≪ 0に対しては 𝑓𝑓 (𝑥𝑥)の値は














𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 = 0 (𝑎𝑎 ≠ 0, 𝑎𝑎𝑖𝑖 ∈ R)
の解の公式は次のような考察のもとに与えられる. まず左辺を次のように平方完成する.







































𝑛𝑛 + 𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑥𝑥𝑛𝑛−1 + · · · + 𝑎𝑎1𝑥𝑥 + 𝑎𝑎0 = 0 (𝑎𝑎𝑛𝑛 ≠ 0, 𝑎𝑎𝑖𝑖 ∈ R)
を考えると, 𝑛𝑛 = 3, 4のときはその解を 𝑎𝑎𝑖𝑖の加減乗除とべき根 ( 𝑛𝑛√−)を使って書き表すことが
できる,つまり解の公式が存在することが知られている.
定理 5.1 (難易度 2). 𝑛𝑛 𝑛 5のときは 𝑛𝑛次方程式は解の公式が存在する.
𝑛𝑛が 4以下のときは解の公式が知られているのだから, 𝑛𝑛が 5以上のときも解の公式が存在
すると期待するのは自然であるが,実は解の公式は存在しない.
定理 5.2 (難易度 5). 𝑛𝑛 ≥ 5のときは 𝑛𝑛次方程式は解の公式は存在しない.
複素数の範囲で考えれば,代数学の基本定理 (定理 4.1)より解は必ず存在するが,その解を












者は幾度となく見ている. また大学生向けの体論の講義では定理 3.2や定理 5.2は (珍しく)
学生の食いつきの良いトピックであると感じている. 特に中学, 高校の教員志望の大学生に
は, 大学で学んだ数学のうち魅力的であったテーマとして記憶に残してもらい, 将来教員に
なった暁にはその面白さを熱く中高生に語ってもらいたい.
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